
第３８卷第４期 湖　北　工　业　大　学　学　报 ２０２３年０８月

Vol．３８No．４ 　JournalofHubeiUniversityofTechnology Aug．２０２３
􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇

[收稿日期]２０２１ １１ ３０
[基金项目]国家自然科学基金(５１７０８１９０)
[第一作者]聂去尘(１９９６－),男,江苏南京人,湖北工业大学硕士研究生,研究方向为岩土工程.
[通信作者]庄心善(１９６４－),男,河南周口人,湖北工业大学教授,研究方向为岩土工程及边坡工程.

[文章编号]１００３－４６８４(２０２３)０４Ｇ００８８Ｇ０４

膨胀土变形特性和基于 MohrＧcoulomb准则本构关系
聂去尘,庄心善,周　荣,文　武

(湖北工业大学土木建筑与环境学院,湖北 武汉４３００６８)

[摘　要]膨胀土是一种强度较高的可塑性特殊黏土,其变形特性在力学上表现为球应力与偏应力的交叉作用,其
硬化规律应遵循非关联塑性流动法则.本文通过侧限压缩试验和固结排水试验,对膨胀土的剪缩性、压硬性及两

者的耦合关系作了阐述,并采用 MohrＧCoulomb屈服条件,假定其屈服函数公式与塑性势函数公式相同,只是将内

摩擦角φ 替换成剪胀角ψ,从而推导了膨胀土的弹塑性本构关系,研究表明:MohrＧCoulomb本构模型高度适用于

正常固结膨胀土土体,可以较精确地描述膨胀土的变形特性与本构关系.
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　　膨胀土是一种强度较高且塑性较好的特殊黏

土[１],在外力作用下其变形性状较为复杂,需通过室

内外试验来研究它的变形和力学特性,如膨胀土剪

胀性和压硬性的耦合关系,剪胀角的取值,以及本构

模型的选择等问题,这可为膨胀土工程设计的科学

性、合理性、安全性提供重要的理论支撑.
国内外学者对此已有相关研究,并取得了大量

的科研成果.王靖涛[２．３]等系统阐述了土体材料体

应变与剪应变的交叉关系,得出主应力差和静水压

力同时作用于体积变形和剪切变形.罗刚等[４]通过

研究 DuncanＧChang双曲线增量模型以及双屈服面

模型,并结合两者优势综合反映了土的应变软化和

应变硬化特征.Rowe等[５]以砂土土体为例,在考

虑了临界状态、孔隙比后修正了应力剪胀理论,进而

得出剪胀角的概念.李朝阳[６]等依据膨胀土的亲水

性特点,深度研究含水率与膨胀土各强度指标之间

的关系,提出了基于 MohrＧCoulomb准则的本构

模型.
综上所述,学者们在岩土体材料应变耦合作用

和本构关系[７]方面已有成熟的科研成果,本文首先

针对膨胀土这一特殊黏土,对土体材料的压硬性和

剪缩性的耦合现象进行理论上的适用性验证.由于

目前许多本构关系的建模思路来自 CamＧClay模

型,而CamＧClay模型构造思路源于塑性关联流动,
导致剪胀角大于实际值,意味着在剪切破坏过程中

土体会严重压缩或膨胀.而依据应力剪胀理论推导

的剪胀角定义[８]又来自于砂土等土体材料的试验依

据,对于膨胀土这一特殊黏土并不适用.本文通过

分析固结排水试验数据,以膨胀土的剪切应变与体

应变的关系获得更精确的剪胀角值,进而研究膨胀

土的广义塑性本构关系.

１　膨胀土室内试验

本文试验取用的膨胀土来自安徽某处高速公路

工程,其相关指标见表１.
表１　膨胀土基本物理力学性能参数

最大干密度/(g􀅰cm－３) １．７
初始孔隙比/e ０．６２８
液限WL/％ ７２
塑限WP/％ ３０

土粒相对密度GS ２．６８
自由膨胀率/％ ４４

１．１　试验方案

１．１．１　侧限压缩试验　该试验只对膨胀土施加竖

向荷载并保证无侧向形变,需在固结仪内完成,如图

１a所示.
试验时,将饱和后的膨胀土放入固结仪内,并施

加竖向荷载,依次加载至２５kPa、５０kPa、１００kPa、

２００kPa、３００kPa、４００kPa、８００kPa、１６００kPa等,
要求保证各级加载结束时的竖向位移下降值不超过

０．０１mm/h.

１．１．２　常规三轴试验　固结排水试验三轴仪如图



１b所示,由于剪切试验过程中不能出现超孔隙水压

力,故应当控制剪切速率为０．００６mm/min.
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图１　试验仪器

试验时将饱和度B检测值不小于０．９５的膨胀

土土样放入应变式全自动三轴仪器内,随后使试样

分别在１００kPa、２００kPa、３００kPa的围压下充分排

水固结,而后对土样施加附加轴向压力,且围压为定

值,直至膨胀土被剪切破坏.

２　试验结果与分析

２．１　侧限固结试验

该试验以e－lgP 曲线描述膨胀土的压缩性

能,由图２可知,当竖向荷载加至３００kPa时,e－lg
P 关系逐渐趋于线性,其斜率的绝对值即为压缩指

标CC.由表２可得压缩指数均小于０．３,是压缩性

较低的土,表明刚度较高.此外,该膨胀土所施加的

荷载越高,则压缩模量Es也就越大,表征膨胀土具

有很强的压硬性.
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图２　膨胀土e－lgP 关系

表２　固结试验结果

固结压力

P/kPa
各级荷载

lgP
孔隙比/e

压缩指
数CC

压缩模
量/kPa

０ ０ ０．６２８ － －
２５ １．４２７９ ０．６１３ ０．０１１ ２７１３．３３
５０ １．６９９０ ０．６０７ ０．０２２ ６７２０．８３
１００ ２．００００ ０．５９１ ０．０５３ ５０２１．８８
２００ ２．３０１０ ０．５５８ ０．１０９ ４８２１．２１
３００ ２．４７７１ ０．５２１ ０．２１０ ４２１０．８１
４００ ２．６０２１ ０．４８９ ０．２５６ ４７５３．１３
８００ ２．９０３１ ０．４０７ ０．２７２ ７２６３．４１
１６００ ３．２０４１ ０．３２２ ０．２８２ １３２４２．３５

２．２　三轴固结排水试验

２．２．１　压硬性　如图３所示,发现当膨胀土轴向应

变增加到约１０％时,剪应力σ１－σ３增势由陡峭渐趋

于平缓,最终进入持续的应变状态;且在这一持续的

应变状态下,膨胀土所承受的围压越高则剪应力越

大,且不同围压下剪应力破坏峰值增幅明显,表明膨

胀土的强度随围压的增大有明显的提高,膨胀土的

变形具有类似双曲线轨迹的硬化特征.这是由于外

部压力压缩了膨胀土内部的孔隙空间,从而导致土

粒与土粒之间的接触面积增大、咬合力更强,从而使

得抗剪能力更高.
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图３　应力 应变曲线

２．２．２　剪缩性　由于固结排水剪切过程中,膨胀土

还产生了体积减小的形变,由图４可知,当体应变达

到约１％时剪应力增量基本呈线性,当应变超过１％
时,剪应力的增量逐渐趋于平缓,这是因为土颗粒间

受外力作用使其排列更加紧密,压缩了颗粒间的孔

隙空间,从而发生了体积减小的形变,也就是膨胀土

剪缩性的体现.
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图４　膨胀土的主应力差 体积应变曲线

由图６可知,轴向应变与体积压缩应变呈正相

关,当轴向应变达到约８％时,体积应变减缓;当轴

向应变已达到破坏应变时,体积应变几乎维持恒定,
接近峰值.
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图５　膨胀土的体变 轴向应变曲线

２．３　膨胀土压硬性与剪缩性的耦合

在固体变形中,应力的产生和传递是通过物体
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的变形实现的,从这一概念出发,在正常固结剪切阶

段,饱和膨胀土的剪缩效应使得土体受到压缩,其压

硬效应使得土体难以被剪切以致破坏,而后者的效

应正是由于膨胀土的体积被压缩所致,即可以理解

为膨胀土体积的压缩延缓了其受剪破坏趋势,应力

应变关系如本文图２、３、４、５所示,呈双曲线函数关

系,如本文的固结排水试验所表现的高围压下正常

固结排水膨胀土的应变硬化现象.由此可以看出,
膨胀土压硬性与剪缩性的耦合关系存在对彼此作用

方式上的区别,剪应变通过剪缩直接影响体应变,体
应变要通过改变抗剪能力间接影响剪应变;抗剪能

力的改变都是来自于塑性体应变的作用,即塑性体

应变的变化控制着抗剪能力的升降.如图６所示,
清楚地表达了两者相互作用的方式即耦合关系.
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图６　体积应变 剪应变的耦合关系

３　本构关系的修正

３．１　膨胀土剪胀角的选取

剪胀角是表征土体材料塑性应变与剪切应变之

间夹角的量值,采用符号ψ描述,它反映了土体材料

所受剪切应力与体积应力的耦合关系.若剪胀角与

内摩擦角取值相同,便假定了广义塑性力学中的屈

服面与塑性势面重合,即遵循关联流动法则,从而放

大了土体的剪胀作用;若剪胀角取值偏高意味着在

剪切破坏时会发生超出实际工程情况的体积膨胀现

象[９].若忽略剪胀角,假定土体在受剪破坏过程中

无体积变化,又违背工程设计的实际需求.于是在

大量的平面应变工程选取剪胀角的问题中,许多学

者通常取值为内摩擦角的１/２,简便易得,但准确度

不高.
为此,本文拟采用以下公式,结合试验数据得出

较为精确的剪胀角值,公式[１０]如下:

ψ＝arcsin
εp

v

εp
v －２εp

１

式中:εp
v 表示塑性体积应变,εp

１ 表示塑性轴向

应变.

３．２　MohrＧCoulomb屈服条件

假定膨胀土为各向同性体,且三个主应力均已

通过试验确定,由 MohrＧCoulomb屈服准则的塑性

本构理论[１１]可得以下推导过程,首先屈服准则可表

示为:

１
２

(σ１ －σ３)＋
１
２

(σ１ ＋σ３)sinφ－ccosφ＝０ (１)

式中σ１,σ３ 取自三轴试验中的轴压值和围压值.
屈服条件式(１)还可以表示为:

f[I１,J２,θσ]＝ J２ (cosθσ －
sinφ

３
sinθσ)＋

１
３I１sinφ－ccosφ＝０ (２)

式中I１ 是第一主应力不变量,J２ 是应力偏量第二

不变量,θσ 是Lode角.
复合求导后,得塑性应变增量为:

dεp
ij ＝dλ∂f

∂σij
＝dλ ∂f

∂I１
δij ＋

∂f
∂J２

sij ＋
∂f
∂θσ

tij( ) (３)

式中:

tij ＝
∂θσ

∂σij
＝

－
３

２(J２)３/２cos３θσ
(simsmj －

２
３J２δij －

３
２

J３

J２
sij) (４)

屈服函数F 对应力张量σij 的偏导数运算,可得:

􀭵dεp ＝dλ
４J２

３
(∂f
∂J２

)
２

＋
１

３J２
(∂f
∂θσ

)
２

(５)

式中􀭵dεp 为累计塑性应变增量.
将式(４)代入式(５)可得:

dεp
ij ＝dλ(β１δij ＋β２sij ＋β３tij) (６)

式(６)括号中的的第一项反映塑性体积应变增量,后
面二项反映塑性偏应变增量,其中各系数β１、β２、β３

分别为:

β１ ＝
∂f
∂I１

＝
１
３sinφ,

β２ ＝
∂f
∂J２

＝
１

２ J２

(cosθσ －
１
３
sinθσsinφ),

β３ ＝
∂f
∂θσ

＝ － J２sinθσ ＋
１
３
cosθσsinφ)

(７)

依据非关联流动法则,将以上屈服函数F 式中

的内摩擦角φ 值替换为剪胀角ψ 值.
使用式(５),并利用式(７),则有

􀭵dεp ＝
１
３dλ (３＋sin２ψ) (８)

进而得:

dεp
v ＝􀭵dεp ３sinψ

(３＋sin２ψ)
(９)

３．３　MohrＧCoulomb本构关系的验证与预测

由试验结果可整理得到累积塑性应变和体积应

变的关系如图７所示,当体积应变超过１％时,膨胀

土的累积塑性应变与体积应变的增长趋势基本呈线

性关系,这一现象验证了式(９)中推导的累积塑性应

变增量与体积应变增量的比值呈与剪胀角值相关的

线性变化趋势、且该比值基本保持恒定这一结论.
并且进一步由图７可拟合得出这两个变量的斜
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图７　累积塑性应变 体积应变曲线

率,即累积塑性应变与塑性体积应变的微分关系,如
图８所示,为不同围压下膨胀土的累积塑性应变与

体积应变的曲线关系与其拟合曲线图的对照,可知

在围压分别为１００kPa、２００kPa、３００kPa时,随着

塑性体积应变的增加,累积塑性应变基本呈线性增

长,并得出拟合公式:
Y１ ＝３．６４４×X１ ＋１．７３６ (１０)

Y１ ＝３．７８２×X２ ＋０．８２２ (１１)

Y１ ＝３．１８７×X３ ＋０．５４５ (１２)

式中Y１、Y２、Y３ 表示􀭵dεp,X１、X２、X３ 表示dεp
v .符

合理论模型预测式(１０)－(１２)的二元一次方程形

式,如表３所示,从而可验证该本构模型的适用性.
由表３可知系数ζ拟合度较高,相对误差较小,证明

基于 MohrＧCoulomb屈服准则的本构关系对于预测

膨胀土的强度与变形力学特性具有高度的适用性.
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图８　围压３００kPa的累积塑性应变 体积应变关系

表３　累积塑性应变增量与体积应变增量比值系数ζ

土样围
压/kPa

实测

ζ值

模型预测

ζ∗ 值

拟合度

R２

相对误
差/％

１００ ３．６４４ ４．２５ ０．９５１ ０．１６６
２００ ３．７８２ ３．９６８ ０．９８４ ０．０４９
３００ ３．６８７ ３．９４２ ０．９８１ ０．０６９

４　结论

１)通过侧限固结试验、常规三轴压缩试验分别

验证证了膨胀土压硬性与剪缩性的耦合关系,并且

得出第一一主应力形变是体应变的约４倍,其形变

均呈现应变硬化特性,由于未能把应变软化包括进

来,因此还不能很好描述当膨胀土出现强度峰值以

后的变形特性.

２)本文对剪胀角的定义给出的基于固结排水试

验结果相关的塑性体积应变与轴向应变的数学公式

可较精确地定义剪胀角,从而进一步提高膨胀土剪

应力与静水压力的耦合关联度.

３)证明了 MohrＧCoulomb本构模型对研究膨胀

土的变形特性具有很强的适用性,非关联流动法则

的实现也较为方便,本文只将内摩擦角φ 值替换成

剪胀角ψ ,从而修正了膨胀土的本构关系,且参数易

测,这一模型特别有利于测定土体变形指标后针对

平面应变问题的工程计算.
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