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基于减治的点与凸多边形位置关系判定算法
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[摘　要]人们利用移动设备享用的很多位置服务涉及点与凸多边形位置判定问题.移动设备资源受限的客观条

件使得设计轻量级算法解决该问题成为当务之急.寻找一种轻量级的判定算法是必要的,减少与点进行操作的边

的条数成为一种可行思路.因此,基于减治思想提出了一种轻量级点与凸多边形位置关系判定算法.算法包括三

个模块:区域划分、点的区域判断和点与凸多边形的位置关系判断.算法通过将点与凸多边形的位置关系判断转

化为点与凸多边形的部分区域位置关系判断,减少了时间开销.通过将凸多边形的顶点编序并划分为多个子区域

作为算法的预处理部分,算法的时间开销可以达到O(log n).本算法可以适用在移动设备资源受限的场景下快

速进行点与凸多边形的位置关系判断.
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　　随着位置感知移动终端的普及,基于位置的服

务(LocationＧBasedService,LBS)给人们的生活带

来了极大的便利[１].近年来,几何范围查询在 LBS
应用中被广泛应用.判断点与凸多边形的位置关系

是几何范围查询的一种基本操作.例如 LBS的典

型应用———近邻检测服务,该服务允许用户在地图

上选择一个特定的几何范围,然后询问他的朋友是

否在这个范围内.通常将用户选定的几何范围抽象

为凸多边形,将用户朋友的位置抽象为一个点,通过

判断点与凸多边形的位置关系来解决近邻检测

问题.目前判断点与凸多边形位置关系的方法有:计
算点的方位[２]、射线法[３]、夹角法[４]、面积法[５]等.
相关工作见文献[６Ｇ１７].但这些方法普遍存在计算

效率不高的问题.目前,人们通常通过移动设备(如
智能手机、平板电脑、手环等)去请求 LBS,移动设

备存在资源受限的特点,因此,上述方法都不适合直

接应用于LBS.在射线法中,通过给定点引出一条

射线,计算该射线与凸多边形的交点数,若交点的数

为奇数,则坐标点在凸多边形内部,否则坐标点在凸

多边形外.但当给定点位于凸多边形边上时,该方

法存在误判的可能性.因此,设计轻量级算法正确

求解点与凸多边形位置关系判定问题是一个值得研

究的问题.
为了减少算法的计算开销,本文运用了减治思

想,通过减少问题求解过程中与点进行位置关系判

断的边的条数来达到提高问题求解效率的目标.基

于该思路,本文提出了一种轻量级点与凸多边形位

置关系判定算法(称为 LRDA).算法 LRDA 首先

提取凸多边形的四个特征顶点,根据这四个特征顶

点对凸多边形进行区域划分,通过判断给定点落在

哪个分区内将原问题的判断范围从凸多边形缩小到

凸多边形的局部区域,然后调用该分区对应的判断

条件对给定点进行位置判定,最终得到点与凸多边

形的位置关系.

１　算法阐述

１．１　问题描述

假设给定的凸多边形L 具有n 个顶点,从纵坐

标最大的顶点开始依次进行逆时针编号,假设为

{P１,P２,􀆺,Pn},其坐标分别为(xi,yi),i＝１,２,
􀆺,n,并给定一个点P(xp,yp),判断点P 与该凸多

边形之间的位置关系,即判断点P 是位于凸多边形

外部还是位于凸多边形内部.点P 位于凸多边形

内部包括点P 在凸多边形边上的情况.

１．２　算法设计

１．２．１　凸多边形区域划分　首先找出凸多边形L
的最上顶点、最左顶点、最下顶点、最右顶点四个特

征顶点,分别表示为P１、Pl、Pd、Pr(图１).根据问



题描述中的顶点编号规则可知１≤l≤d≤r≤n.
然后,过最左顶点Pl(xl,yl)和最右顶点Pr(xr,

yr)作与X 轴平行的直线,过最上顶点P１(x１,y１)
和最下顶点Pd(xd,yd)作与Y 轴平行的直线,将凸

多边形L 划分为图２所示的５个区域.第１个分区

对应于图２中的空白区域,如果点P 落入这个区域,
则说明点P 在凸多边形的外部.第２个分区对应于

图２中标注为 Ⅰ 的阴影区域、第３个分区对应于图２
中标注为 Ⅱ 的阴影区域、第４个分区对应于图２中

标注为 Ⅲ 的阴影区域、第５个分区对应于图２中标

注为 Ⅳ 的阴影区域,如果点P 落入这些区域,则需

要进一步判断点P 与凸多边形的位置关系.
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图１　凸多边形示意图
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图２　凸多边形划分示意图

１．２．２　点的区域判断　这里分别给出点P 落入上

述５个区域的判断条件.
判断条件１:点落入空白区域.如果yp ＜yd

或者yp ＞y１ 或者xp ＜x１ 或者xp ＞xr,那么点

P(xp,yp)落入空白区域(图３).
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图３　点P 落入空白区域示意图

判断条件２:点落入阴影区域Ⅰ.如果xi ≤xp

≤x１ 且yl ≤yp ≤yi,那么点P(xp,yp)落入阴影

区域Ⅰ(图４).
判断条件３:点落入阴影区域Ⅱ.如果xi ≤xp

≤xd 且yd ≤yp ＜yl,即点P(xp,yp)落入阴影区

域Ⅱ(图５).
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(a)点在区域Ⅰ的凸多边形内
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(b)点在区域Ⅰ的凸多边形外

图４　点P 落入阴影区域Ⅰ示意图
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(a)点在区域Ⅱ的凸多边形内
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(b)点在区域Ⅱ的凸多边形外

图５　点P 落入阴影区域Ⅱ示意图

判断条件４:点落入阴影区域Ⅲ.如果xd ≤xp

≤xr,即点P(xp,yp)落入阴影区域Ⅲ(图６).
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(a)点在区域Ⅲ的凸多边形内
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(b)点在区域Ⅲ的凸多边形外

图６　点P 落入阴影区域Ⅲ示意图

判断条件５:点落入阴影区域Ⅳ.如果x１ ≤xp

≤xr 且yr ≤yp ≤y１,那么点P(xp,yp)落入区域

Ⅳ(图７).
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(a)点在区域Ⅳ的凸多边形内
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(b)点在区域Ⅳ的凸多边形外

图７　点P 落入阴影区域Ⅳ示意图

１．２．３　点的位置关系判断　根据点落入不同的区

域对点与凸多边形的位置关系进行判断.
情况１:如果判断条件１成立,则说明给点P 位

于凸多边形L 的外部.
情况２:如果判断条件２成立,则调用子算法１.

子算法１:点的位置关系判断(阴影区域Ⅰ).
输入:凸多边形顶点 {P１,P２,􀆺,Pl}和点P .
输出:点P 与凸多边形的位置关系.

Step１．在顶点 {P１,P２,􀆺,Pl}中找到相邻的

两个顶点Pi 和Pi＋１,使得xi＋１ ≤xp ≤xi,其中１≤
i≤l－１;

Step２．计算过顶点Pi 和Pi＋１ 的直线,用符号

f１(x)表示该直线;

Step３．如果yp ≤f１(xp)(对应图４a所示情

况),则点P 位于凸多边形L 的内部,否则(对应图

４b所示情况)点P 位于凸多边形L 的外部.
情况３:如果判断条件３成立,则调用子算法２.

子算法２:点的位置关系判断(阴影区域Ⅱ)
输入:凸多边形 顶 点 {Pl,Pl＋１,Pl＋２,􀆺,Pd}

和点P .
输出:点P 与凸多边形的位置关系

Step１．在顶点{Pi,Pl＋１,Pl＋２,􀆺,Pd}中找到

相邻的两个顶点Pi 和Pi＋１,使得xi≤xp ≤xi＋１,其
中l≤i≤d－１;

Step２．计算过顶点Pi 和Pi＋１ 的直线,用符号

f２(x)表示该直线;

Step３．如果yp ≥f２(xp)(对应图５a所示情

况),则点P 位于凸多边形 L的内部,否则(对应图

５b所示情况)点P 位于凸多边形L的外部.
情况４:如果判断条件４成立,则调用子算法３.
子算法３:点的位置关系判断(阴影区域Ⅲ)
输入:凸多边形顶点{Pd,Pd＋１,Pd＋２,􀆺,Pr}

和点P
输出:点P 与凸多边形的位置关系

Step１．在顶点 {Pd,Pd＋１,Pd＋２,􀆺,Pr}中找到

相邻的两个顶点Pi 和Pi＋１,使得xi ≤xp ≤xi＋１,其
中d ≤i≤r－１.

Step２．计算过顶点Pi 和Pi＋１ 的直线,用符号

f３(x)表示该直线;

Step３．如果yp ≥f３(xp)(对应图６a所示情

况),则点P 位于凸多边形 L的内部,否则(对应图

６b所示情况)点P 位于凸多边形L的外部.
情况５:如果判断条件５成立,则调用子算法４.
子算法４:点的位置关系判断(阴影区域Ⅳ)
输入:凸多边形顶点{Pr,Pr＋１,Pr＋２,􀆺,Pn,

P１}和点P
输出:点P 与凸多边形的位置关系

Step１．若x１ ≤xp ≤xn,则选中顶点Pn 和P１,
否则在顶点{Pr,Pr＋１,Pr＋２,􀆺,Pn}中找到相邻的

两个顶点Pi 和Pi＋１,使得xi＋１ ≤xp ≤xi,其中r≤
i≤n－１;

Step２．若选中的顶点为Pn 和P１,则计算过顶

点Pn 和P１ 的直线,否则计算过顶点Pi 和Pi＋１ 的直

线,用符号f４(x)表示计算得到的直线;

Step３．如果yp ≤f４(xp)(对应图７a所示情

况),则点P 位于凸多边形L 的内部,否则(对应图

７b所示情况)点P 位于凸多边形L 的外部.

１．２．４　算法描述　所提出的基于减治思想的点与

凸多边形位置判定算法描述如下.
算法LRDA:(点与凸多边形的位置关系判断)
输入:具有n 个顶点的凸多边形和点P
输出:点P 与凸多边形的位置关系

Step１．对给定凸多边形进行区域划分;
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Step２．判断点落在哪个区域;

Step３．如果点落在空白区域,则立即返回点P
位于凸多边形外部;如果点P 落在阴影区域 Ⅰ,则
调用子算法１;如果点P 落在阴影区域 Ⅱ,则调用子

算法２;如果点P落在阴影区域 Ⅲ,则调用子算法３;
如果点P 落在阴影区域Ⅳ,则调用子算法４.

２　算法分析

本小节给出算法 LRDA 的时间复杂度分析.
算法 LRDA 中Step１的时间开销主要花费在找最

上顶点、最下顶点、最左顶点和最右顶点上.可以先

将所有顶点按照x坐标和y坐标分别进行排序,此
过程可以在O(nlogn)时间内容完成;然后,我们可

以在O(１)时间内找到上述四个特征顶点.因此,
算法LRDA中Step１的时间复杂度为O(nlogn).
显然,算法LRDA中Step２的时间开销为O(１). 算

法LRDA 中Step３的时间开销分析需要考虑点落

到５个分区的概率分布.用 E１表示点落在空白区

域(即图２中的空白区域)的事件,用E２表示点落在

非空白区域(即图２中的４个阴影区域)的事件,
则有:

P(E１)＝
空白区域面积

空白区域面积＋非空白区域面积

P(E２)＝
非空白区域面积

空白区域面积＋非空白区域面积

且P(E１)＋P(E２)＝１.显然从几何角度看,
空白区域的面积远远大于非空白区域,但考虑到实

际应用中,给定点不会距离目标凸多边形太远,因此

假设P(E１)＝P(E２)＝１/２.事件E１ 对应于判断条

件１成立,事件E２ 对应于判断条件２或判断条件３
或判断条件４或判断条件５成立.如果判断条件１
成立,则可以立即判定点在凸多边形外部,判定过程

的时间开销为O(１). 如果判断条件２或判断条件

３或判断条件４或判断条件５成立,则需要调用子

算法１或子算法２或子算法３或子算法４得到点与

凸多边形的位置关系,判定过程的时间开销为子算

法１或子算法２或子算法３或子算法４的时间开

销.子算法１、子算法２、子算法３和子算法４的时

间开销均主要由它们的Step１所贡献,其时间复杂

度主要取决于４个阴影分区所包含的顶点数.假设

每个阴影分区所包含的顶点数相同,均为n/４.利

用算法 LRDA 的Step１中顶点的排序结果进行折

半搜索,搜索满足条件的顶点pi 和pi＋１,则子算法

中的Step１的时间复杂度为O(log(n/４)).因此,子
算法１、子算法２、子算法３和子算法４的时间开销均

为O(log(n/４)). 因此,算法LRDA中Step３的时

间开销为O(１)́P(E１)＋O(log(n/４))́ P(E２)＝

O((１/２)log(n/４)),即为O(log n).
综述所述可知,算法 LRDA 的时间复杂度为

O(nlogn)＋O(１)＋O(logn)＝O(nlogn)＋O(log

n).
需要说明的是,在算法具体实施过程中,算法

LRDA的时间复杂度可以进一步提高.例如,将凸

多边形划分中对顶点按照x坐标和y坐标的排序过

程作为算法的预处理过程,则算法LRDA的时间复

杂度为O(logn).再如,在多实例情况下(即多个

点或凸多边形不同的实例),如果多个实例中所涉及

的凸多边形相同,那么只有在第一个实例执行时需

要进行凸多边形划分,这种情况下可以用平摊分析

法对算法 LRDA 进行算法分析得到一个更优的时

间性能.

３　算法实施

实施场景１:基于位置服务中的近邻好友判断.
场景描述:用户 A 在某商圈逛街,想知道其好

友B是否也在该商圈范围内.此场景下,算法 LRＧ
DA在位置服务器上运行,算法的输入分别来自用

户 A和用户B,其中用户 A的输入被抽象为一个凸

多边形,用户B的输入被抽象为一个点.
实施场景２:移动服务站最佳运营路线.
场景描述:服务型公司C为了更好地服务于其

客户,决定设置移动服务站点.为了充分发挥移动

服务站的作用,需要给出移动服务站每个时间段的

最佳服务地点.公司 C可以通过执行算法 LRDA
获得移动服务站的最佳运营路线.首先,公司C确

定时间段和选出几个候选区域范围;然后,公司 C
通过执行算法 LRDA 统计出不同时间段出现在候

选区域内的客户人数;最后根据统计结果得到移动

服务站的最佳运营路线.此场景下,公司C执行在

给定的时间段内执行算法 LRDA,算法的输入分别

为公司C选定的候选区域和客户的当前位置.

４　结束语

点与凸多边形位置判定是大多数基于位置服务

需要解决的核心问题.针对移动设备资源受限的客

观条件,本文基于减治的思想提出了一种轻量级点

与凸多边形位置关系判定算法.该算法通过减少与

点进行操作的边的条数以降低算法对计算资源的需

求,实现了时间效率从O(n２)到O(logn)的提升.
但本文提出的算法仅适用于凸多边形,设计一种轻

量级点与任意多边形位置关系判定算法是进一步的

工作方向.
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JudgmentAlgorithmforthePositionRelationshipbetweenPoint
andConvexPolygonBasedonReductionandRule
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Abstract:Manylocation－basedservicesusedbypeopleinvolvetheproblemofdeterminingthepositional
relationbetweenpointsandconvexpolygons．ThelimitedresourcesofmobiledevicesmakelightweightalＧ
gorithmsdesignedtoresolvetheaboveissuetobeanurgentproblem．Therefore,findingalightweightdeＧ
cisionalgorithmisnecessary,andreducingthenumberofedgesthatoperateonpointshasbecomeafeasiＧ
bleidea．Therefore,alightweightalgorithmofpositionrelationshipdeterminationbetweenapointanda
convexpolygonisproposedbasedonreductionandgovernance．Thealgorithmincludes:regiondivision,

regionjudgmentofapoint,andpositionrelationshipjudgmentbetweenapointandaconvexpolygon．The
algorithmconvertsthepositionrelationshipjudgmentbetweenapointandaconvexpolygonintotheposiＧ
tionrelationshipjudgmentbetweenthepointandapartoftheconvexpolygon,whichreducesthetime
cost．Bysortingvertexesofthepartoftheconvexpolygonbeforehand,thetimecostofouralgorithmcan

achieveO(log n)．Thisalgorithmcanbeappliedtodeterminequicklythepositionrelationshipbetween
pointsandconvexpolygonsinscenarioswheremobiledeviceresourcesarelimited．
Keywords:decreaseＧandＧconquer;convexpolygon;regionjudgment;positionrelationdeterminationalgoＧ
rithm
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