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函数型Logistic回归模型研究与应用
邓　楠,罗幼喜

(湖北工业大学理学院,湖北 武汉４３００６８)

[摘　要]作为一种新型高维数据,函数型数据重在研究数据的内在本质而不是外在结构,通过非参数方法将数据

拟合为函数型数据以捕捉更多信息.针对响应变量为二分类情形,建立贝叶斯框架下的函数型Logistic回归模型,

引入适当的先验信息并利用 MCMC算法获得参数的条件后验分布.具体解决流程为:选取由数据驱动的主成分

基函数对回归系数函数和回归函数型自变量进行展开,对展开项数进行截断,利用主成分基函数的正交性,将高维

数据进行低维表示;再利用PolyaＧGamma变换,建立易于获得参数后验的 Gibbs抽样算法,从而得到回归函数展开

项系数的后验分布.蒙特卡洛模拟结果显示,该方法具有较好的分类性能.将该方法应用于 Tecator实际数据,发
现其分类效果优于别的方法.
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　　随着在许多领域对数据质量的要求都越来越

高,对数据的分析也从低频数据分析向高频数据分

析进行跨越,但在很多情形,我们获得的数据都为离

散的数据,无法完全捕捉数据的信息.基于此,

Ramsay 于 １９８２ 年 提 出 了 函 数 型 数 据 分 析

(FDA)[１].与传统数据分析相比,FDA具有更多优

越性,它通过对数据进行曲线性质的分析进而挖掘

出更多重要的信息.在函数型数据分析中,函数型

Logistic回归是函数型线性回归模型的一个重要应

用.它针对响应变量为二分类数据,协变量为函数

型数据建立回归模型,利用样本曲线的信息来预测

某件事情发生的可能性,通过函数型变量随时间的

变化预测二元响应变量的变化.在国外,Ratcliffe
等[２]基于模拟的胎儿心率轨迹构建了函数型LogisＧ
tic回归模型,将函数协变量和回归函数用傅里叶基

函数进行展开,对极大似然估计的计算使用改进的

Fisher评分算法,并将此模型应用到胎儿出生风险

预测.Kim 等[３]考虑若函数数据高度混合,则基于

整个区域的分类是无效的,因此提出了基于区间的

函数型数据分类方法.该方法利用融合的Lasso惩

罚自动选择函数数据中信息最丰富的片段,同时利

用函数逻辑回归对选择的片段进行分类.DenＧ
here[４]考虑了当存在异常曲线时对未加处理的数据

进行函数型主成分Logistic回归不能得到良好的结

果,提出了一种基于稳健主成分的函数型 Logistic
回归模型.Mousavi等[５]则对许多情况下对函数协

变量(作为输入)和二元响应(作为输出)之间的关系

感兴趣,由此通过３种方法对该模型的参数估计结

果进行比较,并判断这些方法正确分类的能力.在

国内,王惠文等[６]针对同时包含数值型多元变量和

函数型协变量的广义线性回归模型,采用非参数方

法得到了参数部分和非参数部分的估计量,并给出

了一种重加权算法进行参数求解,解决了含数值型

和函数型混合数据类型自变量的回归问题,由此扩

展了函数型线性模型的应用范围.孟银凤等[７]针对

传统函数Logistic模型泛化性能不高的问题,通过

求解优化问题提出了线性正则化的函数Logistic回

归模型.梳理文献发现,尽管已有文献给出了函数

型Logistic回归模型的不同分析方法和应用实例,
但通过贝叶斯方法对其分类性能的研究还较少.

Crainiceanu等[８]曾介绍了在贝叶斯框架下函数型

数据的分析方法,使用 WinBugs对函数型数据进行

分析,但未研究Logistic回归模型的分类性能,Zhu
等[９]则提出了针对二元响应变量和多元函数型协变

量的贝叶斯变量选择模型,并将其应用于宫颈癌诊

断,但其对函数型 Logistic回归模型进行Probit变

换时,未考虑Logit变换,因此本文考虑在贝叶斯框

架下对函数型Logistic回归模型进行 Logit变换并



对其分类性能进行研究.

１　函数型Logistic回归模型

函数型Logistic回归模型是针对响应变量为二

分类数据、协变量为函数型数据的回归模型[１０].该

模型假设协变量x(t)(t∈T)为在L２ 上的平方可

积函数,即∫
T

x２(t)＜ ∞,响应变量y ∈ (０,１),函数

型Logistic回归模型可以表示为[１０]:
yi ＝πi ＋εi,i＝１,２,􀆺,N (１)

其中:
πi ＝P[Y ＝１|]xi(t):t∈T}]＝

exp{α＋∫T
xi(t)β(t)dt}

１＋exp{α＋∫T
xi(t)β(t)dt}

,

i＝１,􀆺,N (２)

α为实数参数,β(t)为参数函数,εi(i＝１,２,􀆺,N)
为N 个独立且均值为零的随机扰动项.等价地,通
过Logit变换,式(２)可以表示为:

li ＝ln
πi

１－πi
[ ] ＝α＋∫T

xi(t)β(t)dt,

i＝１,􀆺,N (３)

　　因此,函数型 Logistic回归模型可以看作为以

Logit变换为链接函数的广义函数线性模型.由于

数据的高维特性,需要对数据进行低维表示,常用的

方法是选取基函数对数据进行基展开,常用的基函

数有B样条基函数、傅里叶基函数、小波基函数等,
这里选取主成分基函数对回归系数函数β(t)和函

数回归变量x(t)进行基展开.主成分基函数为由

数据驱动的基函数,其本质为函数型数据x(t)的自

协方差算子 AΣX 的特征函数,其中(AΣXg)(t)＝

∫
φ
∑
X

(s,t)g(s)ds,g 为任意平方可积函数.由于自

协方差算子是对称且非负定的,因此具有非负的特

征值λk 和特征函数θk(t),k＝１,２,􀆺[１１],从而由

Mercer引理[１２],协方差函数 ∑X
(s,t)可分解为

∑
X

(s,t)＝∑
∞

k＝１
λkθk(s)θk(t),其中特征值λ１ ≥λ２ ≥

􀆺 ≥０,θk 为对应特征函数,即主成分基函数.
假设选取K 个主成分基函数对回归系数函数

β(t)和函数数据x(t)进行展开,则

β(t)＝ ∑
K

k＝１
bkθk(t),xi(t)＝ ∑

K

k＝１
cikθk(t) (４)

其中,K 可通过累积方差贡献率对其进行选择,一
般选择使累积方差贡献率大于等于８５％的截断个

数.累积方差贡献率FVE＝∑
K

k＝１
λi/∑

N

j＝１
λj .由主成

分基函数的正交性,函数回归模型(３)可表示为:

li ＝log
πi

１－πi
( ) ＝α＋∑

K

k＝１
bkcik (５)

写成矩阵形式表示为:l＝α１ ＋Cb,其中b＝
(b１,􀆺,bK)T,１＝(１,１,􀆺,１)T,C＝(cik)N×K 为函数

主成分得分,其计算方法为:

cik ＝∫(xi(t)－μ(t))θk(t)dt

且满足

E(cik)＝０,E(c２
ik)＝λk,其中μ(t)＝

１
N∑

N

i＝１
xi(t)

从而在独立条件下,模型的似然函数可以表示为:

L(α,b)＝ ∏
N

i＝１
πyi

i (１－πi)１－yi ＝

∏
N

i＝１

exp(α＋∫T
xi(t)β(t)dt)yi

１＋exp(α＋∫T
xi(t)β(t)dt)

＝

∏
N

i＝１

exp(α＋cib)yi

１＋exp(α＋cib) (６)

２　基于PolyaＧGamma变换的条件后
验分布推导

　　虽求得函数型Logisic回归模型的似然函数,但
由于一般先验和模型似然函数的非共轭性较难求得

参数后验,因此考虑通过引入 Polson[１３]等提出的

PolyaＧGamma数据增强算法.PolyaＧGamma数据

增强算法对于不同模型都求得了更简单且有效的后

验分布.该数据增强算法表示为:
记ω~PG(b,０),b＞０表示服从参数为(b,０)

的PolyaＧGamma分布,其密度函数

f(x ∣b,０)＝
２b－１

Γ(b)∑
∞

n＝０

(－１)nΓ(n＋b)
Γ(n＋１)􀅰

(２n＋b)

２πx３
exp－

(２n＋b)２

８x

则对于所有a ∈R ,有下列恒等式成立:
(expψ)a

(１＋expψ)b ＝２－bexpκψ∫
∞

０
exp－ωψ２/２p(ω)dω (７)

其中,κ＝a－b/２,且p(ω ∣ψ)~PG(b,ψ).该

数据增强算法有效规避了常用先验分布与函数型

Logistic回归模型似然函数的非共轭性,从而在

PolyaＧGamma变换下,函数型 Logistic回归模型的

似然函数可以改写为:

L(α,b)＝ ∏
N

i＝１

(exp(ηi))yi

１＋exp(ηi)＝

∏
N

i＝１
２－１expκiηi{ }∫

∞

０
exp －ωiηi

２/２{ }p(ωi|１,０)dωi

(８)

其中ηi＝α＋cib,选取先验b~ N(０,σ２
bΣb),α ~

N(０,σ２
αΣα),σ２

b ~IG(u,v),σ２
α ~IG(p,q),则b,

α,ω,σ２
b,σ２

α 的联合后验分布为:
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P(b,α,σ２
b,σ２

α|Y)∝P(Y|α,b)P(b|σ２
b)

P(α|σ２
α)P(σ２

b)P(σ２
α) (９)

则b的条件后验可表示为:
P(b|􀅰)∝P(Y|α,b)P(b|σ２

b)

∝ ∏
N

i＝１

(exp(ηi))yi

１＋exp(ηi)∏
K

k＝１
exp －

１
２σ２

b
bTΣbb{ }

∝ ∏
N

i＝１
２－１exp{κiηi}∫

∞

０
exp{－ωiη２

i/２}p(ωi|１,０)􀅰

dωi∏
K

k＝１
exp －

１
２σ２

b
bTΣbb{ } (１０)

即b,ω 的联合后验为:

P(b,ω|􀅰)∝ ∏
N

i＝１
２－１expκiηi{ }􀅰

∫
∞

０
exp{－ωiηi

２/２}p(ωi|１,０)dωi∏
K

k＝１
exp －

１
２σ２

b
bTΣbb{ }

(１１)

从而 由 p(ω |􀅰)∝ ∏
N

i＝１
exp{κi(αi ＋cT

ib)－ωi

(αi＋cT
ib)２/２}p(ωi|１,０)可得条件后验为:

P(ωi|􀅰)＝PG(１,ηi) (１２)

由 P(b|􀅰)∝ ∏
N

i＝１
exp

κi(αi ＋cib)－

ωi (αi ＋cT
ib)２/２{ }􀅰

p(ωi|１,０)∏
K

k＝１
exp －

１
２σ２

b
bTΣbb{ } ∝ ∏

N

i＝１

􀅰

exp －
ωi

２
(αi ＋cib)－

κi

ωi
[ ]

２

{ } ∏
K

k＝１
exp －

１
２σ２

b
bTΣbb{ }

∝exp
－

１
２

(bT(CTDωC＋
１
σ２

b
Σb)b＋

２bT(CTκ－DωCTα){ } (１３)

则b 的 条 件 后 验 为:b ~ N(􀭾B􀭹b,􀭹b),其 中 􀭾B ＝
(CTDωC ＋σ－２

bΣ－１
b )－１,􀭹b ＝CTκ －CTDωα .同 理

可得:

P(α|􀅰)∝ ∏
N

i＝１
exp{κi(αi ＋cib)－

ωi (αi ＋cT
ib)２/２}p(ωi|１,０)exp －

１
２σ２

α
αTΣαα{ }

∝ ∏
N

i＝１
exp －

ωi

２
(αi ＋cib)－

κi

ωi
[ ]

２

{ }exp －
１

２σ２
α
αTΣαb{ }

∝expαT(Dω ＋
１
σ２

α
Σα)α＋２αT(κ－DωCb){ } (１４)

则α 得条件后验为:
α ~N(􀮃A􀭹a,􀭹a)

其中􀮃A ＝(Dω ＋σ－２
αΣ－１

α )－１,􀭹a＝κ－DωCb
由P(σ２

b|􀅰)∝P(b|σ２
b)P(σ２

b),可得:

P(σ２
b|􀅰)~IG(k

２ ＋u,v＋
１
２bTΣbb) (１５)

由P(σ２
α|􀅰)∝P(α|σ２

α)P(σ２
α),可得:

P(σ２
α|􀅰)~IG(N

２ ＋p,q＋
１
２αTΣαα) (１６)

则b,α,ω,σ２
β,σ２

α 的满条件分布为:

１)ωi|else~PG(１,ηi),其中ηi＝αi＋cib;

２)b|else~N(􀭾B􀭹b,􀭾B),其中􀭾B ＝(CTDωC＋

σ－２
bΣ－１

b )－１,􀭹b＝CTκ－CTDωα ;

３)􀭹α|else~ N(􀮃A􀭹a,􀮃A),其 中 􀮃A ＝ (Dω ＋

σ－２
αΣ－１

α )－１,􀭹a＝κ－DωCb;

４)σ２
b|else~IG(s,t),其中s＝

k
２＋u,t＝v＋

１
２b

TΣ－１
bb;

５)σ２
α|else~IG(m,n),其中m＝

r
２＋p,n＝

q＋
１
２α

TΣ－１
αα

根据以上满条件分布,可构建 Gibbs抽样算法

为在给定各参数初始值后.重复以上１)~５)步骤

直至收敛,抽样算法每次重复抽样１００００次,舍弃

前面５０００次预烧期,取后面５０００次作为计算各参

数的估计值,在抽样中取先验信息σ２
b ＝σ２

α ＝１,

μ＝v＝１,p＝q＝１０.同时为了保证算法收敛,通
过样本路径图、样本密度图和样本自相关函数图来

监测样本链的收敛性.

３　数值模拟

３．１　数据生成

首先生成独立同分布的函数型随机变量xi,再

根据函数型 Logistic回归模型生成响应变量yi.
该数据生成方法仿照文献[５]设计,具体数据生

成为:

xi(tj)＝ ∑
１３

k＝１
cikφk(tj),

i＝１,２,􀆺,１５０,j＝１,２,􀆺,２５６,tij ∈ [０,１０] (１８)

其中:{φk(t)}１３k＝１ 为在区间T＝[０,１０]上内部节点

为９的自然三次样条基函数,cik ＝ZU,Z１５０×１３ 和

U１３×１３ 分别为为服从标准正态分布 N(０,１)和均匀

分布[０,１]上的随机变量,并考虑测量误差,即

Wi(tj)＝Xi(tj)＋δi(tj),其中δi(tj)~ N(０,

σ２
X),σX 分别为０或０．５.第二步生成响应变量Yi ,

生成方式为:

LogitPr{Yi ＝１∣Xi}＝∫
１０

０
Xi(t)β(t)dt,

i＝１,２,􀆺,１５０ (１９)

其中β(t)为区间T ＝[０,１０]上的已知函数,考虑

β１(t)＝sin(tπ/３),β２(t)＝－d(t ∣２,０．３)＋３d
(t∣５,０．４)＋d(t∣７．５,０．５),其中d(􀅰∣μ,σ)为

服从均值为μ 方差为σ 的正态分布,采用主成分基

函数进行拟合,模拟结果如图１所示.在这里α 设

为０．５,使用截断点０．５作为分割,即
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π̂(x)＝
exp{α＋∫T

β(t)x(t)dt}

１＋exp{α＋∫T
β(t)x(t)dt}

≥０．５

则Y＝１,否则Y＝０[１４],图２为参数函数为β１(t)时

模拟生成的１５０条曲线中的４０条样本曲线.

图１　模拟参数函数曲线

图２　模拟函数曲线

３．２　模拟结果

为了检验该方法的分类能力,在测量误差分别

为０和０．５的情况下对模型进行验证.由于为二分

类问题,根据样本的实际标签与分类器给出的预测

标签,可将样本分为４种,分别为 TruePositive(正
类预测为正类的个数为 TP)、FalseNegative(正类

预测为负类的个数为FN)、FalsePositive(负类预测

为正类的个数为FP)、TrueNegative(负类预测为负

类的个数为 TN).根据上述定义,可对模拟生成的

１００个 数 据 集 给 出 ４ 个 分 类 指 标,分 别 是 精 度

(Acc)、准确率(Pre)、召回率(Rec)、F１ 得分(F１),
其计算公式分别为[７]:

Accuracy＝
TP＋TN

TP＋TN＋FN＋FP

Precision＝
TP

TP＋FP

Recall＝
TP

TP＋FN

F１＝
２Precision×Recall
Precision＋ Recall

同时 将 此 方 法 (Bayesian FuctionalLogistic
Regression,BFLR)与普通 Logistic回归(Logistic
Regression,LR)、支持向量机(SupportVectorMaＧ
chine,SVM)、决策树(DecisionTree,DT)、条件推

断树 (ConditonalInferenceTree,CIT)方 法 进 行

比较.
通过对比函数Logistic回归模型与其他分类方

法在模拟数据上的分类性能,发现基于BPLR模型

的方法对于数据的分类情况明显优于其他方法,在

４个分类性能指标上都有更高的准确率.样本路径

图、样本密度图和样本自相关函数图表明,在经过预

烧期后算法已趋于稳定达到收敛,证明该抽样算法

在数据分类上的有效性.
表１　模拟数据分类性能

Classifier Acc Pre Rec F１

β̂１

σ２
X ＝０

BFLR ０．９７８ ０．９９６ ０．９６５ ０．９８１
LR ０．９１７ ０．９２４ ０．９２９ ０．９２７

SVM ０．９２５ ０．９３３ ０．９３５ ０．９３３
DT ０．９１３ ０．９４１ ０．９０２ ０．９２０
CIT ０．８９８ ０．９０１ ０．９２８ ０．９１１

β̂１

σ２
X ＝０．５

BFLR ０．９６５ ０．９８８ ０．９５１ ０．９６８
LR ０．８９３ ０．９００ ０．９１０ ０．９０５

SVM ０．９０５ ０．９０５ ０．９２７ ０．９１５
DT ０．９０４ ０．９１５ ０．９１５ ０．９１４
CIT ０．８８９ ０．８９８ ０．９０９ ０．９０２

β̂２

σ２
X ＝０

BFLR ０．９８１ ０．９９８ ０．９７２ ０．９８５
LR ０．９４２ ０．９４９ ０．９５６ ０．９５７

SVM ０．９３５ ０．９３ ０．９６８ ０．９４８
DT ０．９２３ ０．９３７ ０．９３５ ０．９３５
CIT ０．９１１ ０．９２７ ０．９２５ ０．９２４

β̂２

σ２
X ＝０．５

BFLR ０．９６９ ０．９９５ ０．９５１ ０．９７８
LR ０．９１１ ０．９２４ ０．９２３ ０．９２４

SVM ０．９１３ ０．９２５ ０．９２６ ０．９２６
DT ０．９１９ ０．９４５ ０．９１５ ０．９２９
CIT ０．９０６ ０．９１８ ０．９２３ ０．９１９

图３　N ＝１５０,b的样本路径

图４　N ＝１５０,b的样本密度图
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图５　N ＝１５０,b的自相关函数

４　实际数据分析

以 Tecator数据为例,该数据可在 R 软件包

“fda．usc”[１５]中进行下载.Tecator数据集由２１５个

碎肉样本对波长为８５０~１０５０nm 的近红外吸收光

谱曲线及其脂肪含量构成,每条吸收光谱曲线观测

了１００个通道,其中有１３８块碎肉样本的脂肪含量

Fat低于２０％,７７块碎肉样本的脂肪含量Fat高于

２０％.以此将 Tecator数据集分为两类,图６给出

了每类的各３０条样本曲线.通过函数主成分分析

发现 T,ecator数据集前３个主成分已经达到９９％
的累积方差贡献率,因此选取前三个主成分基函数

构建 函 数 型 Logistic回 归 模 型.该 模 型 可 以 表

示为:

li ＝log( πi

１－πi
)＝α＋∑

３

k＝１
bkCik,i＝１,２,􀆺,２１５

其中初始值α 设为０．５,bk ＝(０,０,０),k＝１,２,３,cik

为前三个主成分得分.

图６　Tecator数据集

为检验模型的分类能力,画出模型的 ROC曲

线.结果显示,基于贝叶斯分析的函数型 Logistic
回归模型对 Tecator数据集的分类效果最优,其

AUC面积达到了０．９８４,说明模型具有较高的分类

准确率.与其他方法在４个指标上的分类性能相

比,尽管BFLR方法在准确率上表现不如普通 LoＧ

gistic回归、决策树和条件推断树,但在精度、召回率

和F１得分上都显著优于其他方法,因此总体来说

与其他模型相比拥有更好的分类能力.

图７　各分类器 ROC曲线

表２　Tecator数据集分类性能

Classifier Acc Pre Rec F１

BFLR ０．９１２ ０．８０９ ０．９８７ ０．８８９
LR ０．８５６ ０．８２９ ０．７５３ ０．７８９

SVM ０．８７９ ０．８５９ ０．７９２ ０．８２４
DT ０．８７９ ０．７８７ ０．９０９ ０．８４３
CIT ０．８７４ ０．８２１ ０．８３１ ０．８２６

５　结束语

本文面向函数型数据的二分类问题,提出一种

基于Logit变换的函数型 Logistic回归模型,并通

过模拟数据和实际数据分析验证了其分类能力.与

其他模型的分类性能相比,在该模型上的分类结果

均优,但不足是本文考虑的是单变量函数型回归变

量的情形,针对多元函数型回归变量以及包括普通

数据的函数型Logistic回归模型可为后续研究.
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ResearchandApplicationofFunctionalLogisticRegressionModel
DENGNan,LUOYouxi

(SchoolofSciences,HubeiUniv．ofTech．,Wuhan４３００６８,China)

Abstract:AsanewkindofhighＧdimensionaldata,functionaldatafocusesontheintrinsicnatureofthedaＧ
taratherthantheexternalstructure．Moreinformationcanbecapturedbyfittingthedataintofunctional
datathroughnonＧparametricmethods．Inthecasethatresponsevariablesarebinaryclassified,thispaper
considersestablishingafunctionalLogisticregressionmodelundertheBayesianframework,andusesthe
MCMCalgorithmtoobtaintheconditionalposteriordistributionofparametersbyintroducingappropriate
priorinformation．Theconcretesolutionprocessisasfollows:firstly,theregressioncoefficientfunction
andregressionfunctiontypeindependentvariableareexpandedbyselectingdataＧdrivenprincipalcompoＧ
nentbasisfunction,andthenumberofexpandeditemsistruncated．ThehighＧdimensionaldataarerepreＧ
sentedinlowdimensionbyutilizingtheorthogonalityofprincipalcomponentbasisfunction．ThenPoylaＧ
GammatransformationisusedtoestablishtheGibbssamplingalgorithmthatiseasytoobtainparameter
posterior．Theposteriordistributionofregressionfunctionexpansiontermcoefficientisobtained．Monte
Carlosimulationresultsshowthatthismethodhasgoodclassificationperformance．Finally,thispaperapＧ
pliesthemethodtotheactualdataofTecatorandfindsthatitsclassificationeffectisbetterthanother
methods．
Keywords:functionaldata;principalcomponentanalysis;logisticregression;polyaＧgamma
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