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求解最小支配集的线性混合整型规划算法
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[摘　要]提出了一个高效的求解最小支配集问题的线性混合整数规划算法(MILP).该算法主要针对最小支配集

问题的特点建立整数规划模型,并通过 Gurobi求解器进行优化求解.采用当前国际文献公开的共７４个算例作为

算法测试实验集,与FKW 算法、传统的Grandoni算法以及改进的Grandoni算法进行比较.实验结果表明,该算法

的计算效率明显优于其它的精确算法,且在所有算例上都能得到精确解.
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　　最小支配集问题为 NP难问题,是一类重要的

组合优化问题.对于最小支配集问题的求解不可能

出现多项时间精确算法.最小支配集问题及其各种

拓展问题在多文档摘要[１],社会网络的建模和研

究[２],通信网络[３]等诸多领域具有广泛的应用.
目前,求解最小支配集问题精确算法均为非多

项式时间算法,FominFV[４]等提出一种分支简化

(FKW)算法,尽管最早突破O(２n)界限,但 FKW
仍难令人满意,如果图中没有低于２度的节点,算法

将回归平凡的枚举.GrandoniF[５]等人提出了求最

小支配集的 Grandoni算法,但该算法只能求最小支

配集的大小,不能求具体的最小支配集;Lugang[６]

等对该算法提出了修改,应用于求解具体的最小支

配集;Headar[７]等提出一种混合遗传算法,与局部

搜索算法相结合,设计出特定的适应度函数求解最

小支配集,该算法在文献[８]中得到改进.David[９]

等针对大型图的最小支配集问题,提出一种新的基

于顺序的随机局部搜索算法.ZhuX[１０]提出求解最

小支配集的多项式时间近似方案,但这些算法不能

在一般图上得到应用.YuanFuyu[１１]通过分析大

规模实例,结合支配集问题的特点提出一个快速高

效地求解最小支配集问题的算法(FastMDS),其他

最小连通支配集算法参见文献[１２Ｇ１４].
本文根据最小支配集问题的性质,构造出一种

求解该问题的数学模型,采用java语言实现邻接支

配矩阵的存储和根据数学模型利用 Gurobi优化器

进行线性求解,并与文献[６]提及到的 FKW 算法,

Grandoni算法和改进的 Grandoni算法在当前国际

文献公开的共７４个算例上进行比较,该算法的计算

效率明显优于其它的精确算法,并且在所有算例上

都能得到较好的精确解.

１　最小支配集问题的描述

１．１　问题定义

对于无向不连通图G＝(V,E),图G 的顶点集

合为V＝V(G),图G 的边集合为E＝E(G).若顶

点集合V 当中存在一个子集D ⊆V,对于集合V 当

中的任意一个顶点Vp,要么Vp ∈D,要么Vp 与集合

D 当中某个顶点相邻,则将集合D 称为图G＝(V,

E)的一个支配集.当集合D 当中任意一个真子集

都为非支配集时,则称集合D 为图G 的一个极小支

配集.
设集合D 是图G＝(V,E)的一个支配集,当图

G 当中不存在任何一个支配集D１,使得|D１|＜
|D|,此时的集合D 称为图G＝(V,E)的一个最小

支配集,图G 当中所有最小支配集的大小称为图G
＝(V,E)的支配数,表示为γ(G).

以下给出最小支配集问题的相关定义:
定义１　支配集(DominatingSet):集合 D ⊆

V(G),若任意的Vp ∈V(G)－D,存在一个顶点Vq

∈D,使得顶点Vp 与顶点Vq 之间有边相连,满足这

样条件的集合D 就构成了图G 的一个支配集,简记



为DS .
定义２　极小值支配集(MinimalDS):设集合

D 为图G＝(V,E)的一个支配集,当集合D 当中的

任意一个真子集都无法构成图G＝(V,E)的一个支

配集,则称集合D 为图G ＝(V,E)的一个极小支

配集.
定义３　最小支配集(MinimumDS):在图G＝

(V,E)的所有支配集当中,顶点个数最少的那个支

配集称为图G＝(V,E)的最小支配集.简称 MDS.
由相关支配集的定义可知极小支配集和最小支

配集的相关性质:

１)对于一个任意的非空图G＝(V,E),可以找

到若干个极小支配集,这些极小支配集的阶(顶点

数)不一定相同.

２)对于一个任意的非空图G＝(V,E),可以找

到若干个最小支配集,这些最小支配集的阶(顶点

数)一定相同.

３)如果一个集合 X,满足最小支配集的条件,
那么集合X 一定满足极小支配集的条件;反之,若
集合X 满足极小支配集的条件,那么集合X 未必满

足最小支配集的条件.

１．２　整数规划模型

最小支配集问题指的是对于给定的图G＝(V,

E),在集合V 中找到一个支配集D,使得支配集D
中所含节点的个数达到最小.通过引入n 维０－１
向量X＝(x１,x２,x３,􀆺,xn),xp＝１表示顶点p∈
D,xp＝０表示顶点p∉D,则最小支配集的整数规

划模型可以描述为式(１)－(４):

minf(X)＝ ∑
n

p＝１
xp (１)

s．t．

∑
n

p＝１
xp∗LP,q ≥１(１≤p ≤n,１≤q≤n) (２)

LP,q ＝
１顶点Vp 与顶点Vq 相关联

０顶点Vp 与顶点Vq 不相关联{ (３)

xp ＝
１顶点Vp 作为支配集

０顶点Vq 不作为支配集{ (４)

四个公式分别表示为:１)f(X)作为目标函数

表示以最少的顶点集合作为支配点,２)为约束条件

表示任意一个顶点Vp 要么是支配点,要么被支配集

和当中的点所支配,n 表示图顶点的个数.３)LP,q

为常量,表示第p 节点是否可以与第q 节点互相支

配,是则为１,否则为０.４)变量xp 表示是否选取第

p 个节点作为最小支配集,是则为１,否则为０.

２　图的最小支配集的多项式方程组模
型与Gurobi求解器求解

　　Gurobi是由美国 Gurobi公司开发的新一代大

规模优化器,综合能力强,性价比较优.它支持

Windows,Linux,MacOSX等多种平台,采用了 最

新的优化技术,充分利用多核处理器优势,支持并行

计算;问题尺度只受限制于计算机内存容量,不对变

量数量和约束数量有限制;提供了方便轻巧的Java
接口;能够快速高效地解决大规模线性问题、二次型

目标问题、混合整数线性和二次型问题等数学问题.
设图G＝(V,E)是无向图,则图G 的邻接矩阵

定义为A＝ vpq[ ] n×n ,其中

vpq ＝

０p ≠q
０p ≠qepq ∉E
１p ＝qepq ∈E

{ (１)

通常将A 的第i行记为Ai,１≤i≤n. 此外在此基

础上定义邻接支配矩阵

A∗ ＝ vpq[ ] n×n

其中

vpq ＝

１p ≠q
０p ≠qepq ∉E
１p ＝qepq ∈E

{ (２)

通常将A∗ 的第i行记为A∗
i ,１≤i≤n.

对于给定具有n 个顶点的无向图G＝(V,E),
其邻接支配矩阵为A∗ ＝ vpq[ ] n×n.由最小支配集

的定义可知,求解一个多元多项式方程组的０－１解

与求解图G 的最小支配集这两个问题是等价的,即

n 维向量X 中所含１的个数达到最小.
若D 为G 的一个支配集,则由支配集的定义可

知V－D 中任意一个节点都与D 里至少一个节点是

相邻的.由于在V中有rp＝A∗
i ×(１,１􀆺１)expT个

顶点与Vp 相邻,则可知包括Vp 在内的这rp ＋１个顶

点至少有一个顶点在支配集D 中,由n维向量X 的

定义就可得到n 元多项式约束方程组:

(Ck)

A∗
１ ×X ≥１

A∗
２ ×X ≥１

⋮

A∗
n ×X ≥１

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(３)

设n维向量Xk＝(x１,x２,x３􀆺xn)expT,若该n维

向量满足 Ck( ) 的所有不等式,故向量Xk 是方程组

Ck( ) 的一个解.则其中取值为１的变量所对应的

顶点构成的集合为支配点集合,取值为０的变量所

对应的顶点构成的集合为被支配点集合.
通过Java语言实现无向图的支配矩阵存储,设

置最优化模型的系数列表,调用 Gurobi优化器进行

优化求解.首先使用grbModel．addVar函数构建目

标函数系数列表;其次使用grbModel．addConst构

建约束条件的系数列表;最后使用grbModel．setOＧ
bjective函数优化求解.利用公共线性规划求解器

对其进行求解,使得目标函数值不断减小,最终可
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求得一个最小的k值.

３　实验结果与分析

本节主要是对求解最小支配集的 MILP算法的

性能进行实验分析.并与文献[６]提及到的FKW 算

法和 Grandoni算法以及改进的 Grandoni算法在当

前国际文献公开的共７４组算例上进行比较.第一

组算例为文献中作者[１５]随机生成的大规模算例.
第二组算例,包含广泛的真实图,研究于许多领域,
特别是在图染色问题上[１６].

实验环境:本次实验所涉及的算法均以Java语

言进行编程实现,测试运行的 PC 机运行环境为

Corei５３．４GHzCPU 和８．０GBRAM,操作系统

为 Windows１０,JVM 为 OracleJRE１．８.为了验

证算法的性能,采用两组算例进行实验验证.

３．１　随机算例的测试

第一组算例为随机生成的２４组小规模算例,算
例生成方法为:在一个N×N 的固定区域中随机选

取一定数量的节点作为算例的图节点;当区域内的

两节点p,q之间的距离小于某个设定的常数k 值

时,将{p,q}作为算例图中的一条边,即两节点p,q
之间相互连通.该组随机算例节点数从２０－１２０,
每组算例运行１０次,求出最优解的时间并取平均

值,结果见表１.表１前两列分别表示算例的名称

和最小支配集个数,其余列表示每个算法运行１０次

找到最小支配集个数时所需要的平均时间.
表１　随机算例对比 s　

Instance γ(G) TMILP TGR TIGR TFKW

V２０_d４ １６ ０．００１ ０．２７７ ０．０８５ ０．０２０

V２０_d１８ １１ ０．００１ ０．１６３ ０．０６０ ０．０３８

V２０_d４３ ５ ０．０３ ０．０７１ ０．０６４ ０．０８０

V２０_d６９ ３ ０．００１ ０．０４８ ０．０４３ ０．０２１

V４０_d１７ ２５ ０．００１ ４８．２７３ １３．１３３ ０．０３９
V４０_d１２８ ７ ０．０１０ ５４．６８５ ３６．９６６ ４．５６６

V４０_d１７９ ６ ０．０２０ １０．４６８ １０．３６１ ２．００５

V４０_d３０８ ３ ０．０１０ ０．９５５ ０．９７５ ０．０５１

V６０_d７４４ ４ ０．０５０ ２３．０６４ ２３．０１２ ０．２３９
V６０_d９３１ ４ ０．０２０ ３．１０６ ３．０８４ ０．０５７

V６０_d１００４ ３ ０．０３０ １．４８４ １．５３２ ０．０４５

V６０_d６３７ ４ ０．０３０ １０１．５３１ ９９．９３１ ０．５３５

V８０_d１２４０ ４ ０．０８０ １２０．３１２ １１８．４１３ ０．６９６

V８０_d１６０４ ３ ０．０３０ ５３．６０８ ５７．９０８ ０．２０８

V８０_d１８４８ ４ ０．０９０ １０．５８５ １０．６８４ ０．０６３
V８０_d２０４９ ３ ０．１３０ ３．０４３ ３．０３３ ０．０６５

V１００_d２１１６ ４ ０．３００ １２０．３６１ １１８．２４２ ２．６４２

V１００_d３１７６ ３ ０．２２０ １９．４９９ １９．０６５ ０．１１０

V１００_d３６０４ ２ ０．０３０ ３．０７６ ３．０６５ ０．０４

续表１　随机算例对比

Instance γ(G) TMILP TGR TIGR TFKW

V１００_d２４１７ ４ ０．３２０ １４０．３９２ １３８．４７３ １．３１４
V１２０_d４６１２ ３ ０．３８０ ６９．０８６ ７５．３５４ ２．９０８
V１２０_d４２８８ ３ ０．２６０ ２４７．７３６ ２４８．５８９ ０．１６７
V１２０_d４３７３ ３ ０．２７０ １７８．７３ １８７．０１９ ０．１３８
V１２０_d６３０６ ３ ０．３６０ ４６．５６２ ４８．８００ ０．１９２

　　图１为表１的信息汇总.通过图１,可以明显

看到,求出２４组小规模算例的最小支配集,FKW
算法用了１６．２３９s,Grandoni算法用了１２５７．１１５s,
改进的 Grandoni算法用了１２１７．８９１s,而提出的

MILP算法给出了２．６７４s的最好结果,根据在随机

生成的２４组小规模算例上的结果,MILP算法具有

更好的性能.

图１　精确算法的总耗时

３．２　图着色算例测试

由于第一组图的最小支配集较小,实验结果具

有局限性.因此对第二组图进行测试,这个测试涉

及到宽面图,该５０组算例顶点规模从１１到８６４个

顶点不等,这些算例已经在许多研究中使用,特别是

在图着色的问题上.这次测试包含５０组算例,每组

算例运行１０次,测试结果见表２.
在图着色算例上的测试结果见表２,前四列分

别表示算例的名称,顶点个数,边数,最小支配集个

数,后四列分别表示 FKW 算法,GR 算法,IGR 算

法,以及 MILP算法求出最优解所需花费的时间.
“－”表示未能给出最优解,“＞３６００”表示程序运行

时间超过一小时,表３是表２的汇总,显示了各算法

在１小时内成功求出最优解算例的个数.
从表２的结果可以看出,对于复杂算例的计算,

IGR算法的性能要优于 GR 算法,FKW 算法在计

算时会造成程序崩溃.在除 Le４５０Ｇ５c外的所有算

例上,MILP算法对于其余４９个算例均能在一小时

内找到最优解.通过表３的汇总可以看出,对比其

他三个算法,MILP算法在一小时的计算时间内成

功率达到９８％,在所有算例上 MILP算法的求解速

度均快于其他算法,并且对于比较复杂的算例,

MILP算法求解的速度更快,这些数据表明,MILP
算法是求解最小支配集问题的一种高效的精确

算法.

１３　第３７卷第１期　　　　　　　　　　　程咏锋,等　求解最小支配集的线性混合整型规划算法



表２　图着色算例对比

Instance V E γ(G) TMILP TGR TIGR TFKW

Ann １３８ ９８６ １２ ０．００１ ＞３６００ ０．１６４ ＞３６００
David ８７ ８１２ ２ ０．００１ ＞３６００ ０．０７ ＞３６００

Queen５Ｇ５ ２５ ３２０ ３ ０．０１ ０．１６１ ０．１１１ ０．０７２
Queen６Ｇ６ ３６ ５８０ ３ ０．０１ ０．４７７ ０．４１６ ０．０６８
Queen７Ｇ７ ４９ ９５２ ４ ０．０６ ６．２１３ ８．１６３ ０．２３６
Queen８Ｇ８ ６４ １４５６ ５ ０．０９ ２０６．８０７ ２３０．３６７ ３．９２１
Queen８Ｇ１２ ９６ ２７３６ ６ ０．４０ ＞３６００ ＞３６００ －
Queen９Ｇ９ ８１ ２１１２ ５ ０．１２ ＞３６００ ＞３６００ ５０．３６９

Queen１０Ｇ１０ １００ ２９４０ ５ ０．３１ ＞３６００ ＞３６００ ４３９．２６４
Queen１１Ｇ１１ １２１ ３９６０ ５ ０．７２ ＞３６００ ＞３６００ １１２７．１８３
Queen１２Ｇ１２ １４４ ５１９２ ６ ２．５３ ＞３６００ ＞３６００ －
Queen１３Ｇ１３ １６９ ６６５６ ７ ２．１６ ＞３６００ ＞３６００ －
Queen１４Ｇ１４ １９６ ８３７２ ８ １３．０ ＞３６００ ＞３６００ ＞３６００
Queen１５Ｇ１５ ２５ １０３６０ ９ ２４６．１３ ＞３６００ ＞３６００ －
Queen１６Ｇ１６ ２５６ １２６４０ ９ １８５．４６ ＞３６００ ＞３６００ －

Myciel３ １１ ２０ ３ ０．００１ ０．０６７ ０．０９６ ０．１０４
Myciel４ ２３ ７１ ４ ０．０１ ０．１９１ ０．２１９ ０．１１５
Myciel５ ４７ ２３６ ５ ０．０１ ３７５．１５４ ３８８．４８４ １．０４１
Myciel６ ９５ ７５５ ６ ０．０９ ＞３６００ ＞３６００ ＞３６００
Myciel７ １９１ ２３６０ ７ ０．４１ ＞３６００ ＞３６００ －
Miles２５０ １２８ ７７４ ２２ ０．０１ ＞３６００ ＞３６００ ＞３６００
Miles５００ １２８ ２３４０ ９ ０．００１ ＞３６００ ＞３６００ ＞３６００
Miles７５０ １２８ ４２２６ ６ ０．００１ ＞３６００ ２１９．１６ ＞３６００
Miles１０００ １２８ ６４３２ ４ ０．０１ １２７２．３０８ １．５３９ ８．６４８
Miles１５００ １２８ １０３９６ ２ ０．００１ ２．４７８ ０．２１８ ０．１３５
Mulsol．i．１ １９７ ３９２５ ２ ０．００１ ＞３６００ ０．１５８ ０．１２４
Mulsol．i．２ １８８ ３８８５ ２ ０．００１ ＞３６００ １７３．６３６ ０．１０７
Mulsol．i．３ １８４ ３９１６ ２ ０．００１ ＞３６００ １６３．９１７ ０．０５６
Mulsol．i．４ １８５ ３９４６ ２ ０,００１ ＞３６００ １６９．９２５ ０．０５９
Mulsol．i．５ １８６ ３９７３ ２ ０．００１ ＞３６００ １７４．４４８ ０．０５４

Huck ７４ ６０２ ９ ０．００１ ＞３６００ ０．１２４ １．３６４
Games１２０ １２０ １２７６ １３ ０．３３ ＞３６００ ＞３６００ ＞３６００
Zeroin．i．１ ２１１ ４１００ ２ ０．００１ ＞３６００ ０．１３１ ０．０８８
Zeroin．i．２ ２１１ ３５４１ ２ ０．００１ ＞３６００ ７．３２ ０．０９３
Zeroin．i．３ ２０６ ３５４０ ２ ０．００１ ＞３６００ ８．７４２ ０．０８２
School１ ３８５ １９０９５ １５ ０．１６ ＞３６００ ＞３６００ －

SchoolＧnsh ３５２ １４６１２ １５ ０．１６ ＞３６００ ＞３６００ －
Fpsol２．i．１ ４９６ １１６５４ ２ ０．００１ ＞３６００ ０．２９３ ０．０６３
Fpsol２．i．２ ４５１ ８６９１ ２ ０．０１ ＞３６００ ０．４２９ ＞３６００
Fpsol２．i．３ ４２５ ８６８８ ２ ０．０１ ＞３６００ ０．４１９ ０．０７１
Le４５０Ｇ１５a ４５０ ８１６８ ２３ １．６２ ＞３６００ ＞３６００ －
Le４５０Ｇ１５b ４５０ ８１６９ ２５ ６．６５ ＞３６００ ＞３６００ ＞３６００
Le４５０Ｇ１５c ４５０ １６６８０ １１ ２１１．３６ ＞３６００ ＞３６００ ＞３６００
Le４５０Ｇ１５d ４５０ １６７５０ １１ １３２．８３ ＞３６００ ＞３６００ －
Le４５０Ｇ５a ４５０ ５７１４ ２８ ２５００ ＞３６００ ＞３６００ －
Le４５０Ｇ５b ４５０ ５７３４ ２８ ２５４０ ＞３６００ ＞３６００ －
Le４５０Ｇ５c ４５０ ９８０３ ２０ ＞３６００ ＞３６００ ＞３６００ －
Inithx．i．１ ８６４ １８７０７ ２ ０．０２ ＞３６００ ０．３５９ ０．０６３
Inithx．i．２ ６４５ １３９７９ ２ ０．０１ ＞３６００ ２．５９３ ０．０７８
Inithx．i．３ ６２１ １３９６９ ２ ０．０２ ＞３６００ ２．７６５ ０．０６２

表３　图着色算例结果汇总

MILP GR IGR FKW

Succeed ４９ ９ ２７ ２６
Fail １ ４１ ２３ ２４

Successrate/％ ９８ １８ ５４ ５２

４　结论

本文提出了一种求解最小支配集问题的线性混

合整数规划算法,在 MILP算法中,根据最小支配集

问题的特点,提出一种新的整数规划模型,将该问题

２３ 湖　北　工　业　大　学　学　报 ２０２２年第１期　



转化为线性规划问题,运用 Gurobi求解器进行线性

求解.采用当前国际文献公开的共７４组算例作为

算法测试实验集,在与文献中介绍的其他精确算法

进行比较后发现,MILP算法在中小规模的算例上

能够以较快的时间求出最优解,对于较为复杂的算

例,MILP算法都能求出最优解,并且在计算出最优

解的时间上具有明显优势.
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Abstract:Anefficientlinearmixedintegerprogrammingalgorithm (MILP)forsolvingtheminimumdomＧ
inatingsetproblemisproposed．Thealgorithmmainlyestablishesanintegerprogrammingmodelbasedon
thecharacteristicsoftheminimumdominatingsetproblem,andoptimizesitthroughtheGurobisolver．A
totalof７４calculationexamplespublishedinthecurrentinternationalliteratureareusedasthealgorithm
testexperimentsettocomparewiththeFKWalgorithm,thetraditionalGrandonialgorithmandtheimＧ
provedGrandonialgorithm．Experimentalresultsshowthatthecomputationalefficiencyofthisalgorithm
issignificantlybetterthanotheraccuratealgorithms,andaccuratesolutionscanbeobtainedonallcalculaＧ
tionexamples．
Keywords:minimumdominatingset;linearintegerprogrammingalgorithm;gurobisolver;exactalgoＧ
rithm
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